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1 本文要約
Bethuelの定理
H : R3→Rは有界な Lipschitz関数とする.このとき,
u = 2H(u)ux1 ^ ux2
の任意の弱解 u 2 W 1;2(B;R3)はB := fx2 + y2 < 1g上のコンパクト部分集合で Holder連続と
なる.　
この新しい証明方法を Strzelecki,P[1]が 2次元の場合に与えました.特に,この証明方法は Lorentz
空間を用いずにHardy空間のみを用いて証明するもので
Mp(a; r)  0Mp(a; 4r)
の不等式の証明を与えることで,この不等式を用いてHolder連続の証明を行っていました.さらに,
定理 0
u;HをBethuelの定理を満たすものとする.もしトレース	 = uj@B : @B ! R3が連続なら,こ
のとき u 2 C0(B;R3)となる.
この証明についても,以下の不等式
Mp(a; r;u)  C( r
R
)Mp(a;R; u)
の証明を与えることで, 新しい証明を与えていました. [1]の論文のなかで n次元拡張を行った本
論文の主定理も, 2次元の時と同様にHardy空間を用いることで同様の証明方法で成り立つだろう
と書かれており, 本論文では実際に主定理に証明を与え成り立つことを確かめていく.
主定理
n > 2としH : Rn+1 ! Rを有界な Lipschitz関数とする.全ての y 2 Rn+1は
(1 + jyj)jrH(y)j  C
(これは,Heinz,E[7]で使われている)を満足するとし, 
  RnをC1級の境界をともなう有界領域
と仮定する.このとき,
div(jrujn 2ru) = H(u)ux1 ^… ^ uxn
の全ての弱解 u 2W 1;n(
;Rn+1)は 
で局所的に Holder連続となる.もしトレース uj@
が連続
なら, このとき uは 
の境界を含めて連続となる.
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2 導入
2.1 概要
我々は曲面方程式
div(jrujn 2ru) = H(u)ux1 ^… ^ uxn
の任意の弱解 u 2 W 1;n(
;Rn+1)の正則性を確かめていく.このとき H : Rn+1 ! R は有界
な Lipschitz 関数で u は 
  Rn から Rn+1 への写像である. ここで,u = (u1; u2;…; un+1) 2
W 1;n(
;Rn+1)は任意の  2 C10 (
;Rn+1)についてZ


rurdx = ( 1)jj
Z


H(u)ux1 ^… ^ uxndx
を満たす限り, div(jrujn 2ru) = H(u)ux1 ^… ^ uxn の弱解である.（は多重指数）さらに,本
論文を紹介していく上で重要な定理とその証明方法をいくつか紹介していく.
2.1.1 Bethuelの定理
H:R3→Rは有界な Lipschitz関数とする.このとき,u = 2H(u)ux1 ^ ux2 の任意の弱解 u 2
W 1;2(B;R3)はB上のコンパクト部分集合でHolder連続となる.
2.1.2 定理 0 (Strzelecki,P 2002)
u;HをBethuelの定理を満たすものとする.もしトレース	 = uj@B : @B ! R3が連続なら,こ
のとき u 2 C0(B;R3)となる.
[1]の論文より Bethuelの定理は以下の証明の結果を用いることで与えられる.
2.1.3 定理 1.1 (Strzelecki,P 2002)
"0 2 (0; 14), 0 2 (0; 1), " := 2  p 2 (0; "0). R0 = R0("; u) > 0があって, 弱解 uの最大値関数
Mpは, 全ての a 2 B, r  14min(R0; 1  jaj)で
Mp(a; r)  0Mp(a; 4r)
の不等式を満足する.
定理 1.1の証明
a 2 B, r  14(1  jaj)を固定.  2 C10 (B(a; 2r))はB(a; r)上   1, jrj  2r を満たす切断関
数である.
~u = (u  [u]A)
以後 [u]AはA := B(a; 2r) nB(a; r)での uの平均値である.
2
1.テスト関数の選択
Gk := jr~uj "r~uk, 0 < " < 14 ,2  "  q  21 " とする.
Hodge decompositionより
Gk = rvk + k
ここで k 2 Lq(R2;R2), vk 2W 1;q(R2),
 
Z
B(a;2r)
vk(x)dx = 0
としても一般性を失わない.
全ての 1 < q  21 " について
jjrvkjj
Lq(R2) + jj
kjj
Lq(R2)  CjjG
kjj
Lq(R2)
さらに, Poincare不等式より
jjGkjjLq  C
Z
B(a;2r)
jruj(1 ")qdx
 1
q
ここで, := (1; 2; 3)とし, k := vk,k=1,2,3を H曲面方程式のテスト関数とする. rが
q0 =
2
1 " > 2次元で積分可能なとき, Sobolevの埋め込み定理から, 1   2q0 = "で は有界で
Holder連続な関数となる. C = Cqは qにのみ依存する. ここで qが前述の不等式を満たすことよ
り [74 ; 83 ],でしかない. Riesz-Thorin convexity theoremより C = max(C 74 ; C 83 )とできる. 上記の不等式を満たす qは "に依らない定数 Cによるものと分かる. これより,
jjrvkjj
L2(R2)  C
Z
B(a;2r)
jruj(1 ")qdx
 1
q
となる.
2.補題 1
 = vは以下の不等式を満たす.
jjrjjL2(B(a;2r))  Cr"Jp(a; 2r)
p 1
p
jjjjL1(B(a;2r))  C(")r"Jp(a; 2r)
p 1
p ; C(")! 0("! 0)
補題 1の証明
jrj  2r ,  
R
B(a;2r) v = 0なので, Poincare不等式より
jjrjjL2(B(a;2r))  supjjjjrvjjL2(B(a;2r)) +
C 0
r
Z
B(a;2r)
jvj2dx
 1
2
 CjjrvjjL2(B(a;2r))
3
更にHolder不等式を, p02 = 2 "2 2" ;
 p0
2 )
0 = 2 "2 で用いて
jjrvjjL2(B(a;2r))  C
Z
B(a;2r)
jruj(1 ")2dx
 1
2
 Cr 2 "2
Z
B(a;2r)
jruj2 "dx
 1 "
2 "
= Cr"Jp(a; 2r)
p 1
p
jj  jv(x)jを使う. v:平均値が０, 連続より
jjjjL1(B(a;2r))  joscB(a;2r)vj
となる.ここで, oscについて以下に定義する.
oscB(a;2r)v = sup
x2B(a;2r)
v(x)  inf
x2B(a;2r)
v(x)
rv 2 Lq; q1 = p0 = 2 "1 " > 2を用いた Sobolevの埋め込み定理より
joscB(a;2r)vj  C(")r1 
2
q1 jjrvjjLq1 (B(a;2r))
 C(")r1  2q1
Z
B(a;2r)
jrvj 1 "q1 dx
 1
q1
= C(")r"Jp(a; 2r)
p 1
p
3.左辺の評価
Z


rurdx =
Z
B(a;2r)
@uk
@x
@k
@x
dx
=
Z
B(a;2r)
@~uk
@x
@vk
@x
dx
+
Z
B(a;2r)
@
@x
@uk
@x
vk   @v
k
@x
(u  [u]A)

dx =: I1 + I2
ここで k = 0より
I1 =
Z
B(a;2r)
@~uk
@x
@vk
@x
dx
=
Z
B(a;2r)
@~uk
@x
 @vk
@x
+ k

dx
=
Z
B(a;2r)
jr~u(x)jpdx

Z
B(a;r)
jru(x)jpdx
4
rはAにのみサポートされているので
jI2j  C
r
Z
A
(jvjjruj+ jrvjju  [u]Aj)dx
となる.この不等式は p0 = 2 "1 " ; p = 2 " = (1 ")p0としてHolderの不等式を用い, jvjp
0
; ju  [u]Ajp
の積分評価について Poincare不等式を用いて得られる. Hodge decompositionより R jrvjp0 の有
界を結論付ける. B(a; 2r)における部分積分をするために Cauchyの不等式を用いて,
jI2j  C
r
Z
B(a;2r)
jvjp0dx
 1
p0
Z
A
jrujpdx
 1
p
+
Z
B(a;2r)
jrvjp0dx
 1
p0
Z
A
ju  [u]Ajpdx
 1
p

 C
Z
B(a;2r)
jrvjp0dx
 1
p0
Z
A
jrujpdx
 1
p
 C
Z
B(a;2r)
jrujpdx
 1
p0
Z
A
jrujpdx
 1
p
 C
Z
A
jrujpdx+ 1
8
Z
B(a;2r)
jrujpdx
I1; I2の評価よりZ


rurdx 
Z
B(a;r)
jrujpdx  C0
Z
A
jrujpdx  1
8
Z
B(a;2r)
jrujpdx
C0は絶対定数である.
4.右辺の評価
 2
Z


H(u)ux1 ^ ux2dx
この式は,係数を2として線型な組み合わせで
Jlkj =
Z


H(u)ldet(Duk; Duj)dx
について, (l; j; k)を (1; 2; 3)の順列とする. J = J123のときを考えていく.
! := H(u)1として
jJ j =
Z
R2
1(u
2   [u2]a;2r)det(D!;Du3)dx

ここで, 1はB(a; 2r)上 1  1; jr1j  2r を伴う,C10 (B(a; 2r))級関数である. この積分を有界に
するために, Coifman, Lions, Meyer, Semmesの Hardy空間の双対性と有界平均振動の有界関数
空間を組み合わせたものを用いて,
jJ j  Cjj1(u2   [u2]a;2r)jjBMO(R2)jjdet(D!;Du
3)jjH1(R2)
 Cjj1(u  [u]a;2r)jjBMO(R2)jjD!jjL2(B(a;2r))jjrujjL2(B(a;2r))
5
補題 1より
jjD!jjL2(B(a;2r))  jjHjj1jjrjjL2(R2) + jjjj1jjr(H  u)jjL2(B(a;2r))
 C(H; ")r" 1 + jjrujjL2(B(a;2r))Jp(a; 2r) p 1p
 C(H; ")r"Mp(a; 4r)
p 1
p
ここで Z
B(a;2r)
jruj2dx  1
としても一般性を失わない. これは 2r  R0を満足するときに得られる. ここでR0は前述を満た
すものとする.
これより,
jj1(u  [u]a;2r)jjBMO(R2)  CMp(a; 4r)
1
p
を主張する. 以上の不等式から
2
Z


H(u)ux1 ^ ux2dx
 C1(H; ")r"Mp(a; 4r)jjrujjL2(B(a;2r))
5.主張の証明
f = 1(u  [u]a;2r)とする.場合分けで考えていく,もし  > r2 なら,
 
Z
B(z;)
jf   [f ]z;jdx  2
2
Z
B(z;)
jf jdx  8
r2
Z
B(a;3r)
ju  [u]a;2rjdx
これは Poincare不等式とHolder不等式によるもので,最後の項はMp(a; 3r)
1
p を超えない.
他方で,   r2 とする.B(z; )  B(a; 4r)とでき, f はB(z; )上で 0となる.
g = u  [u]a;2rとする. x 2 B(z; )で三角不等式を用いて
jf(x)  [f ]z;j  j1(x)g(x)  1(x)[g]z;j+ j1(x)[g]z;   [1g]z;j
 jg(x)  [g]z;j+ C
r
Z
B(z;)
jg(y)jdy
j1(x)  1(y)j  C jx yjr を用いた. rg = ruとして, Poincareの不等式とHolderの不等式を用い
ると
 
Z
B(z;)
jg   [g]z;jdx  C
 
p 2
Z
B(z;)
jrgjpdx 1p CMp(a; 4r) 1p
続いて, Schwarz, Poincare, Sobolev, Holderの不等式をこの順に用いて,
C
r
Z
B(z;)
jg(y)jdy  C
r
Z
B(z;)
jgj2dy
 1
2
 C
r
Z
B(a;4r)
ju  [u]a;2rj2dy
 1
2
 C
r
Z
B(a;4r)
jrujdy  CMp(a; 4r)
1
p
6
6."0の選び方.
r" = r2 pとして
Jp(a; r)  1
4
Jp(a; 2r) + C0

2"Jp(a; 2r)  Jp(a; r)

+C1(")Mp(a; 4r)jjrujjL2(B(a;2r))
"0 > 0を 2"0C0  C0 + 14 を満たすように固定する. " 2 (0; "0)を取ってきて
(C0 + 1)Jp(a; r)  (C0 + 1
2
)Jp(a; 2r) + C1(")Mp(a; 4r)jjrujjL2(B(a;2r))
十分小さい R0(") を選んでくる. 全ての a 2 B ; r < 12R0(") について jjrujjL2(B(a;2r)\B) 
(4C1("))
 1があって
Jp(a; r)  0Mp(a; 4r)
この時, 0は 0 = C0+
3
4
C0+1
< 1を満たす.
B(z; )  B(a; r)であり, B(z; 4)  B(a; 4r)より
Jp(a; r)  0Mp(z; 4)  0Mp(a; 4r)
以上よりB(z; )  B(a; r)上での上限が定まった.
□
さらに定理 0は [1]の論文の証明より以下の結果を用いることで与えられる.
2.1.4 定理 1.2 (Strzelecki, P 2002)
u 2W 1;2(B;R3)とする. ある p  2と について
Mp(a; r;u)  C

r
R

Mp(a;R;u)
は全ての a 2 B; 0 < r < R  min(R0; 1  jaj)で成り立つ. ここでR0は正値で固定する. もし, ト
レース	 := uj@B が @B上で連続ならこのとき, u 2 C0(B;R3)となる.
証明
u(x1; x2) = v(; )とする. y0 2 @B; y0 = (1; 0)とし, () := 	(exp(i))とする.
ここで !を の連続率とする.
p() := supfMp(a; )
1
p : dist(a; @B)  g
ここで,
Mp(a; r)  const
Z
B(a;r)
jruj2dx) p2

7
結果として, ()! 0( ! 0)となる. x = (x1; x2) =  exp(i)はBの内部点である.　
1   < R0; 1   = とする. 0 <  < 2についてZ +

Z 1
1 
jvr(r; #)j2rdrd# 
Z
fx;1 jxj1g
jruj2dx =: I()
上式から, Z +

Z 1
1 
jvr(r; #)j2drd#  I()
1  
それゆえ正の１次元ルベーグ測度E  (;  + )が存在して, 全ての 1 2 E でZ 1
1 
jvr(r; 1)j2dr  I()
(1  ) ; limr!1  v(r; 1) = (1)
1について, Schwarzの不等式から,
j(1)  v(; 1)j = jv(1; 1)  v(; 1)j

Z 1

jvr(r; 1)jdr
 (1  ) 12 (
Z 1

jvr(r; 1)j2dr)




1
2
 p
I()
(1  ) 12
 = 14とする. ある x0 2 B(x; 12)で
ju(x)  u(x0)j  C0
 jx  x0j

r
Mp(x; )
1
p
 C0
 jx  x0j

r
p()
三角不等式より
ju(x) 	(y0)j  ju(x)  u(x0)j+ ju(x0) 	(x0=jx0j)j+ j	(x0=jx0j) 	(y0)j
この右辺の第 1項と第２項について上記の不等式を与える. 最後に, と 1を選んできて
j	(x0=jx0j)j = j(1)  (0)j
 !(j1   0j)
 !(j   0j+ 
4
)
全ての評価を組み合わせて  = 1  とすると,
ju(x) 	(y0)j  C0p(1  ) + 2

I(1  )

 1
2
+!(j   0j+ 1  
4
)
これより, u = 	である.
□
本論文では上記の二つの証明を応用して主定理を証明していく.
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2.2 本論文において使用する定義
p 2 (1; 2] , a 2 B , r  1  jaj  dist(a; @B)として
Jp(a; r) :=
1
r2 p
Z
B(a;r)
jru(y)jpdy
Mp(a; r) := sup
z2B(a;r); ρ<r ja zj
Jp(z;ρ)
と定義する. Mp(a;・)は rの単調関数でHolder連続であり,
Mp(a; r)  1 
p
2 (
Z
B(a;r)
jru(y)j2dy)
p
2
より, r ! 0でMp(a; r)! 0となる.
さらに,高次元化した際に使用する定義として,
p 2 (1; 2] , a 2 
 , r  1  jaj  dist(a; @
)として
Jp(a; r) :=
1
rn p
Z
B(a;r)
jru(y)jpdy
Mp(a; r) := sup
z2B(a;r); ρ<r ja zj
Jp(z;ρ)
と定義する. Mp(a;・)は rの単調関数でHolder連続であり,
Mp(a; r)  1 
p
n (
Z
B(a;r)
jru(y)jndy)
p
n
より, r ! 0でMp(a; r)! 0となる.
2.2.1 Riesz-Thorin convexity theorem
(
1;1; 1)および (
2;2; 2)を -有限測度空間とする.
1  p0  p1  1; 1  q0  q1  1とし,
T : Lp0(1) + L
p1(1)! Lq0(2) + Lq1(2)
を Lp0(1)(Lp1(1))から Lq0(2)(Lq1(2))への有界線型作用素とする. ここで, p; q は 0 <  <
1; f 2 Lp0(1) \ Lp1(1); f 2 Lq0(2) \ Lq1(2)について
jjf jjp  jjf jj1 p0 jjf jjp1 ; jjf jjq  jjf jj1 q0 jjf jjq1
を満たすものとする.このとき T は Lp(2)から Lq(2)への有界作用素であり,作用素ノルムに
関する次の不等式を満たす：
jjT jjLp!Lq  jjT jj1 Lp0!Lq0 jjf jjLp1!Lq1
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2.2.2 BMO関数
D  Rn; n  2上の局所可積分な関数 f が以下を満たすとき BMO関数という
jjf jj = sup
Q
jQj 1
Z
Q
jf   fQjdx <1
2.2.3 Hardy空間
Hardy空間とは単位円板あるいは上半平面上のある種の正則関数の空間.特に,本論文では以下
で定義するものとする.
H1(RN ) = ff 2 L1(RN )j sup
t>0
jht  f j 2 L1(RN )g
ただし,ht = 1tnh( t); h 2 C10 (RN ); h  0; Supp h  B(0; 1) とする.
2.2.4 Schwarzの不等式
自乗可積分関数 f; gに対して以下が成り立つ.
j
Z
f(x)g(x)dxj2 
Z
jf(x)j2dx
Z
jg(x)j2dx
2.2.5 Poincareの不等式
pは1  p < 1を満たすものとし, 
は少なくとも１つの境界をもつ部分集合とする, このと
き,
とｐにのみ依存する定数 Cで Sobolev空間W 1;p0 (
)内の全ての関数 uに対して以下が成り
立つ.
jjujjLp(
)  CjjrujjLp(
)
2.2.6 Sobolevの不等式
U はRnの有界開部分集合で, 境界は C1級とする. u 2W k;p(U)とする,
k < np のとき, u 2 Lq(U)(1q = 1p   kn)で, k; p; n; U にのみ依存する定数 Cにおいて以下が成り
立つ.
jjujjLq(U)  CjjujjWk;p(U)
2.2.7 Holderの不等式
1  p  q  1で, f が Lp; Lq に属しているとする.任意の p  r  qに対して f は Lpに属し,
1
r =

p +
1 
q なる 0    1にたいして以下が成り立つ.
jjf jjLp  jjf jjLp jjf jj1 Lq
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2.2.8 Coifman, Lions, Meyer, Semmesの定理
スカラー関数 uと, RN (N  2)上のベクトル場 vにおいて, 以下が成り立つ.8<:ru 2 L2((RN )N ); u 2 L
2N
N 2 (RN ) N  3
u 2 Lqloc(RN )for all q <1 N = 28>><>>:
rv 2 L2((RN )NN ); div v = 0
v 2 L 2NN 2 ((RN )N ) N  3
v 2 Lqloc((RN )N )for all q <1 N = 2
このとき, ru; @v@xi 2H1(RN )とする.
2.2.9 Hodge decomposition
可微分多様体M上の任意の微分形式 !について, その k-形式は３つの L2成分に分解できる
! = d+  +  ( = 0)
2.2.10 補題 2 (Gilbarg, D. Trudinger, N.S)
!は非減少関数で区間 (0; R0]で成り立つとする. 全てのR  R0について,
!(R)  !(R) + (R)
を満たす.ここで は非減少関数, 0 < ;  < 1.このとき,  2 (0; 1)とR  R0について
!(R)  C

R
R0

!(R0) + (R
R1 0 )

ただし, C = C(; );  = (; ; )は正値な定数である.
以上の証明及び定義を用いて Strzelecki,Pの新証明を応用し,高次元化した主定理の証明の流れを
述べていく.
3 本論
まず, 主定理の uがHolder連続であることを証明するために, 定理 1.1を n次元に拡張した定理
2.1を証明する.
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3.1 定理 2.1
"0 2 (0; 14) , 0 2 (0; 1), " := n  p 2 (0; "0). R0 = R0("; u) > 0があって, 弱解 uの最大値関数
Mpは, 全ての a 2 
, r  14 min(R0; 1  jaj)で
Mp(a; r)  0Mp(a; 4r)
の不等式を満足する.
証明
a 2 
, r  14(1  jaj)を固定する.  2 C10 (B(a; 2r))は B(a,r)上   1, jrj  2r を満たす切断
関数である.
~u = (u  [u]A)
1.テスト関数の選択
Gk := jr~uj "r~uk, (k = 1; 2::::; n+ 1) 0 < " < 14 , n  "  q  n1 " とする.
Hodge decompositionより
Gk = rvk + k
ここで k 2 Lq(Rn;Rn), vk 2W 1;q(Rn),
 
Z
B(a;2r)
vk(x)dx = 0
としても一般性を失わない.
全ての 1 < q  n1 " について
jjrvkjjLq(
) + jjkjj(
)  CjjGkjjLq(
)
さらに, Poincare不等式より
jjGkjjLq  C
Z
B(a;2r)
jruj(1 ")qdx
 1
q
 := (1; 2;…; n+1)とし, k := vk,k = 1; 2;…; n+1をH曲面方程式のテスト関数とする. r
が q0 = n1 " > n次元で積分可能なとき, Sobolevの埋め込み定理から, 1   nq0 = "で は有界で
Holder連続な関数となる. C = Cqは qにのみ依存する. ここで qが前述の不等式を満たすことよ
り [74 ; 83 ]でしかない. Riesz-Thorin convexity theoremより C = max(C 74 ; C 83 )とできる. 上記の不等式を満たす qは "に依らない定数 Cによるものと分かる. これより,
jjrvkjjL2(
)  C
Z
B(a;2r)
jruj(1 ")qdx
 1
q
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2.左辺の評価
k = 1; 2;    ; n+ 1,  = 1; 2;    ; nとする.Z


rurdx =
Z
B(a;2r)
@uk
@x
@k
@x
dx
=
Z
B(a;2r)
@~uk
@x
@vk
@x
dx
+
Z
B(a;2r)
@
@x
@uk
@x
vk   @v
k
@x
(u  [u]A)

dx =: I1 + I2
ここで k = 0より
I1 =
Z
B(a;2r)
@~uk
@x
@vk
@x
dx
=
Z
B(a;2r)
@~uk
@x
 @vk
@x
+ k

dx
=
Z
B(a;2r)
jr~u(x)jpdx

Z
B(a;r)
jru(x)jpdx
rはAにのみサポートされているので
jI2j  C
r
Z
A
(jvjjruj+ jrvjju  [u]Aj)dx
この不等式は p0 = n "1 " ; p = n   " = (1   ")p0として Holderの不等式を用い, jvjp
0
; ju   [u]Ajpの
積分評価について Poincare不等式を用いて得られる. Hodge decompositionより R jrvjp0 の有界
を結論付ける. B(a; 2r)における部分積分をするために Cauchyの不等式を用いて,
jI2j  C
r
Z
B(a;2r)
jvjp0dx
 1
p0
Z
A
jrujpdx
 1
p
+
Z
B(a;2r)
jrvjp0dx
 1
p0
Z
A
ju  [u]Ajpdx
 1
p

 C
Z
B(a;2r)
jrvjp0dx
 1
p0
Z
A
jrujpdx
 1
p
 C
Z
B(a;2r)
jrujpdx
 1
p0
Z
A
jrujpdx
 1
p
 C
Z
A
jrujpdx+ 1
8
Z
B(a;2r)
jrujpdx
I1; I2の評価よりZ


rurdx 
Z
B(a;r)
jrujpdx  C0
Z
A
jrujpdx  1
8
Z
B(a;2r)
jrujpdx
C0は絶対定数.
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3.右辺の評価
Z


H(u)ux1 ^ ux2 ^    ^ uxndx
は線型な組み合わせで
Ja1an+1 =
Z


H(u)a1det(Dua21 ;    ; Duan+1)dx
について,(a1;    ; an+1)を (1; 2;    ; n+ 1)の順列とする. J = J12n+1のときを考えていく.
! := H(u)1として
jJ j =
Z


1(u
2   [u2]a;2r)det(D!;Du3;    ; Dun+1)dx

ここで, 1は B(a; 2r)上 1  1; jr1j  2r を伴う, C10 (B(a; 2r))級関数である. この積分を有界
にするために, Coifman, Lions, Meyer, Semmesの Hardy空間の双対性と有界平均振動の有界関
数空間を組み合わせたものを用いて,
jJ j  Cjj1(u2   [u2]a;2r)jjBMO(Rn)jjdet(D!;Du3;    ; Dun+1)jjH 1 (
)
 Cjj1(u  [u]a;2r)jjBMO(Rn)jjD!jjL2(B(a;2r))jjrujjn 1L2(B(a;2r))
補題 1より
jjD!jjL2(B(a;2r))  jjHjj1jjrjjL2(
) + jjjj1jjr(H  u)jjL2(B(a;2r))
 C(H; ")r" 1 + jjrujjL2(B(a;2r))Jp(a; 2r) p 1p
 C(H; ")r"Mp(a; 4r)
p 1
p
ここで Z
B(a;2r)
jruj2dx  1
としても一般性を失わない. これは 2r  R0を満足するときに得られる. ここでR0は前述を満た
すものとする.
これより,
jj1(u  [u]a;2r)jjBMO(Rn)  CMp(a; 4r)
1
p
を主張する. 以上の不等式から
2
Z


H(u)ux1 ^ ux2 ^    ^ uxndx
 C1(H; ")r"Mp(a; 4r)jjrujjnL2(B(a;2r))
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4.主張の証明
f = 1(u  [u]a;2r)とする. 場合分けで考えていく,もし  > r2 なら,
 
Z
B(z;)
jf   [f ]z;jdx  2
2
Z
B(z;)
jf jdx  8
r2
Z
B(a;3r)
ju  [u]a;2rjdx
これは Poincare不等式とHolder不等式によるもので, 最後の項はMp(a; 3r)
1
p を超えない.
他方で,   r2 とする. B(z; )  B(a; 4r)とでき, f はB(z; )上で 0である.
g = u  [u]a;2rとする. x 2 B(z; )で三角不等式を用いて
jf(x)  [f ]z;j  j1(x)g(x)  1(x)[g]z;j+ j1(x)[g]z;   [1g]z;j
 jg(x)  [g]z;j+ C
r
Z
B(z;)
jgjdy
j1(x)  1(y)j  C jx yjr を用いた. rg = ruとして, Poincareの不等式とHolderの不等式を用い
ると
 
Z
B(z;)
jg   [g]z;jdx  C
 
p 2
Z
B(z;)
jrgjpdx 1p CMp(a; 4r) 1p
続いて,Schwarz, Poincare, Sobolev, Holderの不等式をこの順に用いて,
C
r
Z
B(z;)
jgjdy  C
r
Z
B(z;)
jgj2dy
 1
2
 C
r
Z
B(a;4r)
ju  [u]a;2rj2dy
 1
2
 C
r
Z
B(a;4r)
jrujdy  CMp(a; 4r)
1
p
5."0の選び方.
r" = rn pとして,
Jp(a; r)  1
4
Jp(a; 2r) + C0

2"Jp(a; 2r)  Jp(a; r)

+C1(")Mp(a; 4r)jjrujjL2(B(a;2r))
"0 > 0を 2"0C0  C0 + 14 を満たすように固定する. " 2 (0; "0)を取ってきて
(C0 + 1)Jp(a; r)  (C0 + 1
2
)Jp(a; 2r) + C1(")Mp(a; 4r)jjrujjL2(B(a;2r))
十分小さいR0(")を選んでくる. 全ての a 2 B ; r < 12R0(")について
jjrujjL2(B(a;2r)\B)  (4C1(")) 1
があって
Jp(a; r)  0Mp(a; 4r)
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このとき, 0は 0 := C0+
3
4
C0+1
< 1を満たす.
B(z; )  B(a; r)であり, B(z; 4)  B(a; 4r)より
Jp(a; r)  0Mp(z; 4)  0Mp(a; 4r)
以上よりB(z; )  B(a; r)上での上限が定まった.
□
ここで, 補題２より
Mp(a; r)   10

r
R

Mp(a;R)
である. さらに上記の不等式と定理 2.1を用いることで以下の不等式が与えられる.
ju(x)  u(y)j 
Z
B(a; r
8
)
ju(x)  ua; r
8
(z)jdz +
Z
B(a; r
8
)
ju(y)  ua; r
8
(z)jdz
 C

r
8
p 2Z
B(a; r
8
)jrujpdz
 1
p
 CMp(a; r)
1
p
 C
 jx  yj
R

Mp(a;R)
1
p
これは,  次Holder連続性の証明に他ならない.
さらに, 
の境界を含めて uが連続であることを証明するために定理 1.2を n次元に拡張したもの
を以下に示していく.　
3.2 定理 2.2
u 2W 1;n(
;Rn+1)とする. ある p  nと について
Mp(a; r;u)  C

r
R

Mp(a;R;u)
は全ての a 2 
; 0 < r < R  min(R0; 1  jaj)で成り立つ. ここでR0は正値で固定する. もし,ト
レース	 := uj@
が @
上で連続ならこのとき, u 2 C0(
;Rn+1)となる.
証明
u(x1; x2;…; xn) = v(; y)とする. y0 2 @
とし,(y) := 	(exp(iy))とする. B(a; r)について
ここで !を の連続率とする.
p() := supfMp(a; )
1
p : dist(a; @
)  g
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ここで,
Mp(a; r)  const
Z
B(a;r)
jruj2dx) p2

結果として ()! 0( ! 0)　
1   < R0; 1   = とする.Z
@B(y;a)
Z 1
1 
jvr(r; y)j2 jy   aj
r
drdS(y) 
Z
fx;1 jxj1g
jruj2dx =: I()
このように, Z
@B(y;a)
Z 1
1 
jvr(r; y)j2drdS(y)  I()
1  
それゆえ正の n次元ルベーグ測度E  @B(y; a)が存在して, 全ての y0 2 EについてZ 1
1 
jvr(r; y0)j2dr  I()jn(n)an 1j(1  ) ; limr!1  v(r; y
0) = (y0)
ここで, n(n)はRnにおける単位球 @B(0; 1)の表面領域とする. y0について, Schwarzの不等式
から,
j(y0)  v(; y0)j = jv(1; y0)  v(; y0)j

Z 1

jvr(r; y0)jdr
 (1  ) 12 (
Z 1

jvr(r; y0)j2dr)



jn(n)an 1j
1
2
 p
I()
(1  ) 12
 = 14とする.ある x0 2 B(x; 12)で
ju(x)  u(x0)j  C0
 jx  x0j

r
Mp(x; )
1
p
 C0
 jx  x0j

r
p()
三角不等式より
ju(x) 	(y0)j  ju(x)  u(x0)j+ ju(x0) 	(x0=jx0j)j+ j	(x0=jx0j) 	(y0)j
この右辺の第 1項と第２項について上記の不等式を与える. 最後に, と y0を選んできて,
j	(x0=jx0j)j = j(y0)  (y0)j
 !(jy0   y0j)
 !(jy   y0j+ 
4
)
17
全ての評価を組み合わせて  = 1  とすると,
ju(x) 	(y0)j  C0p(1  ) + 2

I(1  )

 1
2
+!(jy   y0j+ 1  
4
)
これより, u = 	となる.
□
以上より本論文の主定理は満たされた.
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